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Capitolo 1

Introduzione

Un linguaggio ¢ un insieme di parole a partire da un alfabeto ¥ finito. Ana-
lizzeremo solo linguaggi di parole finite; linguaggi con parole di lunghezza infinita
sono detti omega-linguaggs.

Definizione 1.0.1. Sia ¥ un alfabeto; una parola (o stringa) su X ¢ cosi definita:
e ¢ ¢ una stringa;
e se x € una stringa e a € ¥, allora xa e una stringa.

Il simbolo ¢ identifica la stringa vuota.
>* denota l'insieme delle stringhe su .

1.1 Operazioni su stringhe
Definizione 1.1.1. Se =,y € ¥*, la concatenazione di x e y (o) € cosi definita:

roy=2ay
rToeE=2x

Osservazione 1.1.1. L’operazione di concatenazione gode delle sequenti proprieta:
1. Vx € ¥*:xo0e =x (ovvero e € X* é elemento neutro rispetto a o);
2. Vx,y € X*:xoy € X* (ovvero o é un’operazione intera a ¥*);
3. Vx,y,z€ X" : (xoy)oz=wx0(yoz) (ovvero o gode della p. associativa);
4. (¥*,0,¢) € un monoide, detto monoide libero o non sintetico su %*.

Nota: ¢ possibile definire gli inversi degli elementi di un alfabeto.
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Esempio 1.1.1. ¥ = {a,b,a b7 '}, aa ' ==

Definizione 1.1.2. Sia ¥ un alfabeto e sia x € ¥*. La potenza n-esima di x &

cosl definita:
" = ¢ sen=20
Ve e X: {
xn

=xz" 1oz sen>0

Definizione 1.1.3. Sia ¥ un alfabeto. La lunghezza di una stringa | | : ¥* - N
¢ cosl definita:

L. |e| = 0;
2. VaeX,x e |ral =|z|+1
Definizione 1.1.4. Dato un alfabeto X, un insieme L C ¥* ¢ detto linguaggio.

Osservazione 1.1.2. Tutte le operazioni su insiemi possono essere definite per i
linguaggi.

Definizione 1.1.5. Il complementare di L rispetto a ¥* ¢ il linguaggio L = ¥*\ L.

Definizione 1.1.6. Siano L; C 1" e Ly C 35", La concatenazione di Ly e Ly (o)
¢ cosl definitas:
LioLy={xy|x € L,y € Ly}

L’operazione di concatenazione tra linguaggi gode di alcune proprieta:
e [ 0 Ly & un linguaggio su (X1 U 3y);
o VL, Ly, Ly C3*:(LyoLy)o Ly = Lyo(Lyo L) (proprieta associativa);
Teorema 1.1.3. L1 C Lijoly & c€ly
Dimostrazione.
< banale
= Sia x € Ly una stringa di lunghezza minimale di L, ovvero
|| = min{|y| | y € L1}

Si ha che Jx; € Ll,l’g € Ly :x=x1029.
Supponiamo per assurdo che x5 # ¢, ovvero che |zy| > 0:

2] = |za| + x| = [z > o]

Il che e assurdo per ipotesi, per cui necessariamente zo = €.
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Proposizione 1.1.4.
1.VLCY* :Lo{e} =1L
2. VLCYX*:Log=0
3. (P(¥%),0,{c}) é un monoide.
Definizione 1.1.7. Dato L C ¥*, la potenza n-esima di L, con n > 0, e definita

come:
LY :={e}
L":=LoL"' sen>0

Definizione 1.1.8. Dato L C ¥*, la chiusura (o star) di Kleene di L denotata
L* e definita come: .
Lr=Jr
n=0

Osservazione 1.1.5. Alcune proprieta:
1. o* ={¢e}
2. {e}" ={e}
3. dxel:x#¢ = |L|=|N]|
4. VLCY* :eeL*

Nota: questa definizione dell’operatore
L =3 per definire ¥*.

Definizione 1.1.9. Dato L C X*, la chiusura positiva di Kleene di L denotata
L™ ¢ definita come: .
Lt=jJr
n=1

Osservazione 1.1.6. Alcune proprieta:

*

puo essere anche applicata quando

1. ot =0

{e}" ={¢e}

eelt & e€L
L*=LTUL’ =Lt U{e}
Lt =LL*=L*L

eg¢ Xt

S v e
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1.2 Rappresentazioni finite di linguaggi infiniti

I metodi usati per descrivere linguaggi infiniti in maniera finita sono:

e metodi riconoscitivi: un riconoscitore e un dispositivo che prende in input
una stringa e risponde se € L o = ¢ L;

e metodi generativi: una grammatica € un insieme finito di simboli e regole
che generano tutte le parole di un dato linguaggio L.

1.3 Riconoscitori

Un riconoscitore e formato da:

e un nastro (infinito o semi infinito) diviso in celle; in ogni cella vi puo essere
un carattere appartenente a un alfabeto (finito) detto alfabeto di nastro;

e il controllo, ovvero lo stato del riconoscitore (appartenente a un insieme
finito di stati);

e la testina, oggetto che puo leggere e/o scrivere in una cella alla volta e puo
muoversi; in base alle capacita della testina, si possono definire diversi tipi
di riconoscitori (per es. read only, read and write, one way, two way);

e memoria ausiliaria, come code, pile, altri nastri, ecc.

Nota: E possibile dimostrare che gli automi a stati finiti 2-way sono equivalenti
al rispettivo modello 1-way.

I riconoscitori con e-move o e-transizioni (equivalenti ai rispettivi automi sem-
plici) possono non muovere la testina nel passaggio da una configurazione all’altra.

Per configurazione si intende I'insieme di:
e contenuto del nastro;

e posizione della testina;

e stato del controllo;

e cventuale contenuto della memoria.

Nel caso di riconoscitori 1-way, il contenuto del nastro puo essere inteso come il
contenuto a destra della testina. E importante evidenziare alcune configurazioni
particolari:
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e configurazione iniziale di un input x:

— l'input viene scritto sul nastro a partire dalla prima cella;
— la testina e sulla prima cella;

— lo stato € uno stato iniziale ¢q.
e configurazione finale o in generale di accettazione:

— la testina si trova dopo la prima cella vuota;
— lo stato ¢ appartiene all’insieme di stati finali F’;

— eventualmente la memoria si trova in una particolare condizione.

Il linguaggio accettato o riconosciuto € l'insieme di tutte e sole le stringhe x la cui
computazione termina in una configurazione finale.

Nota: nelle macchine di Turing si fa differenza tra linguaggi riconosciuti e
linguaggi accettati.
{L riconosciuti} C {L accettati}

I linguaggi riconosciuti da una TM sono detti anche linguaggi ricorsivamente enu-
merabili, poiché e possibile creare una TM che scrive tutte le stringhe del linguaggio
in un determinato ordine. I linguaggi accettati da una TM sono detti anche lin-
quaggr TicoTsivi.

In un riconoscitore deterministico, ogni configurazione ha al piti una configura-
zione successiva; la sua computazione puo essere rappresentata sotto forma di un
ramo.

In un riconoscitore non deterministico, ogni configurazione puo avere piu di una
configurazione successiva; la sua computazione puo essere rappresentata sotto for-
ma di un albero. Se esiste un ramo accettante, I'input e accettato.
E possibile dimostrare che la classe di linguaggi riconosciuti da DTM e equivalente
alla classe di linguaggi riconosciuti da NDTM e che la classe di linguaggi accettati
da DTM e¢ equivalente alla classe di linguaggi accettati da NDTM.
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Capitolo 2
Linguaggi regolari

Automi a stati finiti deterministici e non deterministici, espressioni regolari, e
grammatiche regolari rispettivamente accettano, rappresentano e generano la stes-
sa classe di linguaggi, detti linguaggi regolari.

I linguaggi regolari godono di molte proprieta, tra cui la possibilita di essere
caratterizzati algebricamente e logicamente.

2.1 Automi a stati finiti

Definizione 2.1.1. Un automa a stati finiti deterministico (ASFD) ¢ una quin-
tupla m = (Q, %, 9, qo, F'), dove:

e () ¢ linsieme (finito) degli stati;

e ¥ ¢ lalfabeto (finito) di input;

e §:Q x X — Qe la funzione (totale) di transizione;
e ¢y € Q ¢ lo stato iniziale;

o ['C (Q elinsieme degli stati finali.

La funzione di transizione spesso viene rappresentata tramite tabella o dia-
gramma di transizione.

Definizione 2.1.2. Sia m = (Q, %, 0, qo, F') un ASFD. Si definisce la funzione di
transizione estesa 0 : () X ¥X* — () nel seguente modo:

VgeQ: 0*(g.€) ==¢q
Vge Q,xeX*aeX: 0*(q,xa):=08(0"(q,2),a)
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Proposizione 2.1.1. §* ¢ un’estensione di 9, infatti:
Vg € Q,Va € ¥ :6(q,a) =0%(q,a)

Definizione 2.1.3. Sia m = (Q, 3,0, qo, F') un ASFD. 1l linguaggio accettato (o
riconosciuto) da m ¢ il linguaggio

L(m) = {zx € ¥* | 6*(qo, ) € F}

Definizione 2.1.4. Un linguaggio L ¢ detto AF-regolare se esiste un ASFD m
tale che L = L(m).

Definizione 2.1.5. Un automa a stati finiti non deterministico (ASFND) & una
quintupla m = (Q, 3, 9, qo, F'), dove:

e () ¢ linsieme (finito) degli stati;

e ¥ ¢ lalfabeto (finito) di input;

e 0:0Q xX = P(Q) ela funzione (totale) di transizione;
e ¢y € Q ¢ lo stato iniziale;

o ' C (Q elinsieme degli stati finali.

Definizione 2.1.6. Sia m = (Q, %, 6, qo, F)) un ASFND. Si definisce la funzione
di transizione estesa 6* : QQ X X* — P(Q) nel seguente modo:

Vg€ Q: 0*(q,¢) == {q}
VgeQ,xeX* aeX: §*(q,xa) = U 5(q,a)

q'€6*(q,w)
Proposizione 2.1.2. §* ¢ un’estensione di 9, infatti:
Vg € Q,Va € ¥:d(q,a) =06"(q,a)

Definizione 2.1.7. Sia m = (Q, %, 0, qo, F') un ASFND. 1l linguaggio accettato (o
riconosciuto) da m ¢ il linguaggio

L(m) = {x € T | §*(q0, ) N F # &}

Definizione 2.1.8. Un linguaggio L ¢ detto AFN-regolare se esiste un ASFND m
tale che L = L(m).

Teorema 2.1.3. Se un linguaggio L ¢ AF-regolare, allora L ¢ AFN-regolare.
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Dimostrazione. Sia m = (Q, %, 9, qo, F)) un ASFD che accetta L. Definiamo I’A-
SFND m = (Q, %, 0, qo, F'), dove 0 ¢ definita nel seguente modo:

g:QXE - PQ)
(g,a) — {d(g,a)}

E banale dimostrare che L(m) = L(). O
Teorema 2.1.4. Se un linguaggio L ¢ AFN-regolare, allora L ¢ AF-regolare.

Dimostrazione. Sia m = (Q,%,0,qo, F') un ASFND che accetta L. Definiamo

PASFD i = (Q, 3,6, o, F), dove:

9€7
e g :={q}
« F={GeQ|GnF+0)
Si dimostra che L(m) = L(m). O

Corollario 2.1.5.
{L| L AF-regolare} = {L | L AFN-regolare}

Proposizione 2.1.6. Esiste un linguaggio L C X* riconosciuto da un ASFND
m = (Q,%,6,qo, F) tale che per ogni ASFD m = (Q, 3,0, qo, F') si ha:

0] > 219

Definizione 2.1.9. Un automa a stati finiti non deterministico con e-transizion:
¢ una quintupla m = (@, X, 9, qo, I), dove:

e () ¢ insieme (finito) degli stati;

Y & lalfabeto (finito) di input;

d:Q x (X2U{e}) = P(Q) ¢ la funzione (totale) di transizione;

qo € @ ¢ lo stato iniziale;

o ' C (@ elinsieme degli stati finali.
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Definizione 2.1.10. L’insieme degli stati raggiungibili da ¢ mediante un cammino
di etichetta “c” ¢ denotato e-closure(q).

Definizione 2.1.11. Sia P C @, si definisce I'e-closure di P nel seguente modo:

e-closure(P) = U e-closure(q)
qeP

Definizione 2.1.12. Sia m = (Q,%,0,qo, F') un ASFND con e-transizioni. Si
definisce la funzione 0 : Q x £* — P(Q) nel seguente modo:

Vq € Q : g(q, g) := e-closure(q)
g(q, za) := e-closure(P),

Ve Q,x e X*a€eX: ~
1€ @ ¢ con P={p|3Iredilq,z):pecilra)}

Nota: tale funzione & denotata & e non 0" poiché non ¢ un’estensione di 9
(ovvero non & detto che Vg € Q,a € ¥ : 0(q,a) = 0(q,a)).
Lemma 2.1.7.

e-closure U d(p,a) U gp?
ped(q,

pEd(q,w)

Definizione 2.1.13. Sia m = (@, 3,0, qo, F)) un ASFND con e-transizioni. 1l
linguaggio accettato (o riconosciuto) da m ¢ il linguaggio

L(m) = {z € ¥* | §(go,z) N F # &}

Teorema 2.1.8. Se un linguaggio L é accettato da un ASFND con e-transizioni,
allora esiste un ASFND accettante L.

Dimostrazione. Sia m = (Q,%,0,qo, F') ASFND con e-transizionitale che L =
L(m). Si consideri m' = (Q, %, ¢, qo, F') ASFND, dove:

e V:QxXY — PQ)

-~

(g,a) = {0(q,a)}

o FU{q} see-closure(q)NF # &
[ ] =
F altrimenti
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Dimostriamo innanzitutto per induzione! sulla lunghezza di x che
VgeQ:Ve#e: §(qx)= g(q,a:)
PB: [z|=1 = z=aa€X
5" (q,a) = §'(q,a) = 6(q, a)
PI: Supponiamo che la tesi sia vera per stringhe di lunghezza n, con n > 1. Sia

r =wa, con |w| =n, a € X.

(g x) =" (qwa) = |J dpa)= |J dpa)=

ped’*(q,w) peg(q,w)

U gp, = e-closure U 8(p,a) | = 0(qo, wa) = 6(qo, )
pEd(q, PES(q,w)

Dimostriamo ora che Vx € ¥* : x € L(m) < x € L(m’), ovvero:
Sg,)NF£2 & 0§ (gz)NF #2
e per x = ¢ si ha:
8(qo, #) = e-closure(q) 8 (qo, ) = {qo}

= Se e-closure(qo) N F # @, allora F' = F U {xg}, per cui g9 € F' e
{}nF # 2.
s A{@INnF 49 = qqeF V eclosure(q)NF # o
Se qo € F, allora e-closure(qy) N F # @ poiché qy € e-closure(qo).
Per cui in generale si ha e-closure(qy) N F # @.
e perx #¢
= Sq.2)NF£0 = @NF£2 = §(@)NF £0

= () NF' 4@ = 0(gz)NF +#0
Supponiamo che (g(qo, x)N F’) N F = @: allora si ha

g(onl’) NF' ={q}, w¢F, weF', qc¢c g(onx)-

Q@ ¢ F,q0 € F' = e-closure(q)NF # &

IPB: passo base, PI: passo induttivo. La presente notazione sara usata anche in successive
dimostrazioni.
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qo € g(qo,x) = e-closure(qy) C g(qo, r) = g(qo,x) NF#o

~

Il che ¢ assurdo poiché 6(qp, x) N F = @.

o~

Per cui necessariamente si ha (5(q0, x)N F’) NF #@.

(%m@mF)nF#@ = (gr)NF#02

O
Teorema 2.1.9. Se L, Ly C X* sono AF-regolari, allora Ly o Ly € AF-regolare.

Dimostrazione. Siano my = (Q1, X1, 1, q1, F1) e mo = (Q2, X9, 62, q2, F5) ASFND
con e-transizionitali che Q1 N Qg = &, Ly = L(my) e Ly = L(ms). Si consideri
mg = (Q3, %, 3, q1, F5) ASEND con e-transizioni(fig. 2.1a), dove:

® Q3=0Q1UQ:
® 53: (Q1UQ2) XX — (Q1UQ7)

d1(g; a) seq € Q1 \ I
Vg e (Q1UQ2),a€X: d3(q,a) =< di(g,a) U{g} seqeFy
02(q, a) se g € Q2
E banale dimostrare che Ly o Ly = L(ms) O

ml

m2

a@<@

(a) m: L(m) = L(my) o L(my) (b) m : L(m) = L(my) U L(mg)

Figura 2.1: Composizione di automi a stati finiti

Teorema 2.1.10. Se L C ¥* ¢ AF-regolare, allora ¥*\ L é AF-regolare.
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Dimostrazione. Sia m = (Q,%,0,q, F') ASFD tale che L = L(m). Sia m =
(Q7 27 57 do, Q \ F) ASFD

reL(m) < x¢L(m)
[

Nota: tale teorema non e dimostrabile direttamente per ASFND in quanto non
e detto che la computazione di una stringa legga tutti i caratteri in input.

Teorema 2.1.11. Se Ly, Ly C ¥* sono AF-regolari, allora L1 U Ly ¢ AF-regolare.

Dimostrazione. Siano my = (Q1, 21,1, q1, F1) e my = (Q2, X9, 02, g2, F5) ASFND
con e-transizionitali che Q1 N Qs = &, L1 = L(my) e Ly = L(ms). Si consideri
ms = (Q3, %, 3, qo, F3) ASFND con e-transizioni(fig. 2.1b), dove:

o s =0Q1UQ2U{q}

® (53 . Qg X Y — Qg
{1, @} seqg=qo
Vge Qs,aceX: d3(q,a) =< d1(q,a) seqe @
02(q,a) seq€ Q2
® F3 == F1 U FQ
E banale dimostrare che Ly U Ly = L(ms) O

Dimostrazione. Siano my; = (Q1,%, 1,40, F1) € mo = (Qa, 2, 02, qoy, Fo) ASFD
tali che Ly = L(my) e Ly = L(ms). Definiamo 'ASFD m3 = (@3, X, 93, qos, F3),
dove:

o Q3 =0Q1 x Qs
o 031 (Q1xXQ)xE = (Q1xQ)
((q1,2),a) = (01(q1,a),02(g2, @)

o5 = (o1, q02)

Fy={(q1,%) | @1 € Q1V g2 € Qa}
E banale dimostrare che L, U Ly = L(ms). O

Teorema 2.1.12. Se Ly, Ly C ¥* sono AF-regolari, allora Ly N Ly ¢ AF-regolare.

Dimostrazione.
LinLy =%\ (("\ L1) \ (£ \ L2))
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Dimostrazione. Siano my; = (Q1,%, 91, oy, F1) € ma = (Q2,%, 02, Gos, F2) ASFD
tali che Ly = L(my) e Ly = L(ms). Definiamo 'ASFD ms3 = (@3, X, 93, qos, F53),
dove:

o Q3=0Q1 x Qs

o 03:(Q1 xQ2)xE — (Q1xQ2)
((Q1;Q2>7a) = (51((117&),52((12,&))

® o3 = (401, qo2)

o [ =1 X F
E banale dimostrare che Ly N L, = L(msg). O
Teorema 2.1.13. Se L C ¥* ¢ AF-regolare, allora L* ¢ AF-regolare.
Teorema 2.1.14. &, {a} con a € ¥,{e} sono AF-regolari.

Teorema 2.1.15. Un ASFD o un ASFND accetta la parola vuota se e solo se
q € F.

2.2 Espressioni regolari

Definizione 2.2.1. Sia ¥ un alfabeto. Le espressioni regolari su ¥ sono definite
come segue:

1. @ € una espressione regolare;
2. £ € una espressione regalare;
3. per ogni a € ¥, a € una espressione regolare;

4. se o e (3 sono espressioni regolari, allora (U 3), ao § e a* sono espressioni
regolari.

Definizione 2.2.2. Il linguaggio denotato da una espressione regolare « si indica
con () ed & cosi definito:

L ()=

2. (g) = {e}

3. (@) := {a}

4. (U ) = () U (B)
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5. (a0 f) = (a)o(B)
6. (a*):= ()"

Definizione 2.2.3. Un linguaggio L ¢ detto regolare se esiste un’espressione
regolare « che lo denota, cioe tale che (a) = L.

Teorema 2.2.1. Se un linguaggio é finito, allora ¢ regolare.
Teorema 2.2.2. Se L ¢ regolare, allora L é AF-regolare.

Dimostrazione. Se « € una espressione regolare, denotiamo il numero di operatori
che compaiono in essa con n(a). La funzione n: A — N, dove A ¢ I'insieme delle
espressioni regolari, puo essere definita pitu formalmente nel seguente modo:

0 se a € {D,¢,a}
n(a) =4 n(B) +n()+1 seaec{(BUy),B07}
n(p) +1 se a = f3*

Sia « una espressione regolare tale che L = («). Dimostriamo che L ¢ AF-regolare
per induzione sul numero di operatori n(«) che compaiono in «a.

PB: se n(a) = 0, allora o non contiene operatori, per cui o € {&,¢,a}, con
a € 3. In ogni caso L ¢ AF-regolare.

PI: Sia n(a) > 0, allora a € {(8U~),B 07, B*}, dove n(B) < n(a) e n(y) <
n(a). Per ipotesi induttiva (5) e () sono linguaggi AF-regolari. Quindi:
—sea=(FU7), st ha (o) = ((BU7)) = (B) U (7);
—sea=foy,siha(a)=(fo7)=(B)o(7);
~ sea =g siha (a) = (8°) = (B)".

Per le proprieta dei linguaggi AF-regolari, in ogni caso (a) ¢ AF-regolare.
O
Teorema 2.2.3 (Teorema di Kleene). Se L ¢ AF-regolare, allora L é regolare.

Dimostrazione. Sia m = (Q,%,0,q1, F) ASFD tale che L = L(m) e sia Q =
{QI) qz, - .. 7Qn}

Definiamo, per ogni k € {0,...,n}, 4,5 € {1,...,n}, 'insieme Rfj come l'insieme
di tutte le stringhe che etichettano cammini che vanno da ¢; a g; attraversando solo

stati ¢, con x < k. Se Rfj e regolare, indichiamo con rfj I’espressione che lo denota.
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po — Jla€X]d(aa) = q;} se i j
" {a e X |(gi,a)=q}U{e} sei=j

Rfj ={re¥ | (¢g,x)=q9 A
VyeXt: (FzeXt:iz=y2)= Gh<k:0"(q,y)=q)}
Si ha che L = |_J Ry,

;X
Dimostriamo per induzione su k che Vk, 1,7 : Rfj e regolare.

PB: Per k=0

{ail,aig,...,ais}:<%U%U...Ua£>::<r%> se i # j

RE =
Y {ail,aiQ,...,ais}U{e}:<%U%U...U%U§> = (r)) sei=j

PI: Sia £ > 0. Per ipotesi induttiva Rfj_l e regolare per ogni 7, 5. Si ha:
k _ pk—1 k—1 ( pk—1\* pk—1
R = Ry UR, (szk ) Ry

ko k=1 k-1 k—1\* k-1
Ty =Tiy  UTig (e ') Tkj

2.3 Pumping Lemma e sue conseguenze

Lemma 2.3.1 (Pumping Lemma). Sia L = L(m), con m ASFD con n stati. Sia
x € L, con |x| > n. Allora, come esemplificato in fig. 2.2:

Ju,v,w € L* 12 =ww, |uww| <n,v#e, Vi>0:w'we L

Nota: non wale il teorema inverso, ovvero: esistono linguaggi non riconosciuti da
nessun ASFD che soddisfano la tesi del teorema.

Teorema 2.3.2. Sia m un ASFD con n stati. Allora
Lim)#@ << dzelim):|z|<n
Dimostrazione.

<« banale
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Figura 2.2

= Sia x una parola di lunghezza minimale appartenente a L(m). Supponiamo
per assurdo che |z| > n.
Applicando il Pumping Lemma:

Ju,v,w € * : x = wow, |uv| < n,v#e, Vi>0:uww'w € Lim)
Per i = 0 si ha uw € L(m); tuttavia |uw| < |uvw| = |z|, il che ¢ assurdo.
0
Corollario 2.3.3. E decidibile stabilire se L(m) # @ o meno.
Teorema 2.3.4. Sia m un ASFD con n stati. Allora
|IL(m)|=|N|] < Va>n:3zxelim):a<|z|<a+n
Dimostrazione.
< Per ipotesi © € L(m), con |x| > a > n. Applicando il Pumping Lemma:
Ju,v,w € * : 2 = wow, |uv| < n,v#e, Vi>0:uw'w € Lim)
Per cui |L(m)| = |N].

= Poiché L(m) ¢ infinito, esso contiene certamente parole di lunghezza > a. In
questo insieme si consideri ora una stringa x di lunghezza minimale. Suppo-
niamo per assurdo che |z| > a + n.

Jry, 29 € 37 ¢ 11| = @, |xa] > 0y 120 = 2
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Applicando il Pumping Lemma al linguaggio {y € ¥* | 1y € L(m)} (di cui
¢ possibile dimostrare la regolarita):

Ju,v,w € B : 15 = wow, |uv| < n,v#£e, Vi >0:xuww'w € L(m)
Quindi si ha zyuw € L(m) e inoltre:
a = || < |rww| < |rwow| = |z <a+n

Per cui x non e stringa di lunghezza > a di lunghezza minimale.

Corollario 2.3.5. E decidibile stabilire se |L(m)| = |N| o meno.

Corollario 2.3.6. E decidibile stabilire se due ASFD sono equivalenti (cioé ac-
cettano lo stesso linguaggio) o meno.

Dimostrazione. Siano m; e my ASFD tali che L, = L(my), Ly = L(my).
Sia X = (L1 N Ly) U (L1 N Ly). Allora Ly = Ly < X = &. Poiché X ¢ AF-regolare
ed e possibile costruire un ASFD che lo accetta, la tesi e verificata. O

2.4 Relazioni R; e R,,

Definizione 2.4.1. Sia L C >*. Scriviamo = Ry y (con z,y € ¥*) se
VeedX*:xzel < yzel
Esempio 2.4.1. Siano ¥ = {0,1} e L = 0*10*.

1. Siano z = 01,y = 011
per z=0: zz=010€ L, yz=0110¢ L
dze¥rxze L ay¢ L, per cui 01 Ry 011.

2. Siano a,b > 0 e siano z = 0%,y = 0°

e sc z€ 0% alloraxz ¢ LAyz ¢ L;
e se z € 0*10*, allora xz € L Ayz € L;
e se z € 0*10*1(0U 1)*, allora x2 ¢ L Ayz ¢ L.

Per cui 0* Ry, 0°.
3. In generale, siano A = 0*, B = 0*10*, C' = 0*10*1(0 U 1)*; si ha:

VI,J e {A,B,C},I#J: Ne,yel:x Rpy NVeel,yeJ: xRy
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Osservazione 2.4.1. Possiamo verificare che per ogni linguaggio L, R; é una
relazione di equivalenza, in quanto gode delle proprieta riflessiva, simmetrica e
transitiva.

Definizione 2.4.2. Sia m ASFD. Scriviamo = R,, y (con x,y € ¥*) se

5*(6107 ZL‘) = 6* (qO: y)

E possibile dimostrare che Ry, e R,, sono relazioni di equivalenza, ovvero godono
delle proprieta riflessiva, simmetrica e transitiva.
Indichiamo una classe C di una relazione di equivalenza R con [z|g, dove = € C.
L’indice di una relazione di equivalenza ig ¢ il numero di classi generate dalla
relazione stessa:

ir :={C|Va,b:a,beC < aRb}

Definizione 2.4.3. Sia F relazione di equivalenza definita su X*. Diciamo che ¢
invariante a destra (rispetto alla concatenazione) se:

Ve,yedX*:x By = VzeX:xzFEyz

Lemma 2.4.2. La relazione Ry, é invariante a destra.
Dimostrazione. Siano x,y € X* tali che z Ry y.

Vzowe X rz(zw)e L & ylzw) €L

Vzowe X' (zz)wel & (yz)wel
Per cui Vz € ¥* : xz Ry, yz. m
Lemma 2.4.3. La relazione R, ¢ invariante a destra.
Dimostrazione. Siano x,y € X* tali che z R,, y.

" (g0, ) = 0"(q0,y)
Vz e X 6%(qo,x2) = 67(6"(qo, ¢), 2) = 6" (6" (qo,v), 2) = 6"(qo, y2)

Per cui Vz € X" : 2z R, y=. O]

Teorema 2.4.4 (Teorema di Myhill-Nerode). Sia L C ¥*. Le sequenti afferma-
zioni sono equivalenti:

1. L ¢ regolare;

2. L ¢ unione di alcune classi di equivalenza di una relazione di equivalenza E
invariante a destra e di indice finito;
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Ry ha indice finito.

Dimostrazione.

1=2

2=3

3=1

L ¢ regolare implica che esiste m = (Q, X, §, qo, F') ASFD tale che L = L(m).
Poiché per ogni classe C di R, vale

dJge@ :VreX iz el 8 (q,z) =q
si ha ig, < |@Q|. Inoltre
L= |J [xlr,

0*(qo,x)EF

Dimostriamo che la relazione E ¢ piu fine rispetto a Ry, cioe che Vx € ¥* :
[z]g C [z]g,. Allora avremo ip, <ig.

Dimostriamo che x Fy = 2z Rpy.

Siano z,y € X* tali che x F y. Poiché E e invariante a destra possiamo
affermare che Vz € ¥* : xz F yz. Ma xz,yz appartengono alla stessa classe
di £/, e L ¢ unione di classi di F, quindi:

Veed*:xzel < yzel

Per cui z Ry y.

Nota: e possibile dimostrare che R,, ¢ un raffinamento di £ oppure E ¢ un
raffinamento di R,,, dove L = L(m).

Sia m = (Q, %, 4, o, F') ASFD dove:

- Q={la]g, |z €¥}
- 5:QxE = Q
[#]p, 0 = [rad]g,

— Go= [E]RL

— F={la]g, |v € L}
Verifichiamo che la definizione di §: Q x¥ — @ & consistente, ovvero
r Ry y = ([z]gr,,a) = 0([y]r,,a), cioe [xza]r, = [ya]r,. Ma questo ¢ vero
poiché Ry ¢ invariante a destra, per cui za R, ya. Si puo infine dimostrare
per induzione sulla lunghezza di = che 6*([¢]g, ) = [z]r,, per cui:

v € L(m) & 6(q,r) €EF &
& 0*([elp,,7) €EF & [z]g, €F & z€L

]
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2.5 Minimizzazione di automi a stati finiti

Teorema 2.5.1. Dato un linguaggio regolare L, ’ASFD minimale accettante L ¢
unico (a meno di isomorfismi) ed é l'automa m costruibile secondo il Teorema di
Muyhill-Nerode.

Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto che 'automa m ¢ ’ASFD minimale
accettante L. Sia m = (Q, %, 9, qo, F') ASFD tale che L(m) = L. Si ha

im| =ig, <igr, <|Q|

Dimostriamo ora che tale automa ¢ unico, ovvero qualunque automa minimale
accettante L € isomorfo am. Siam = (Q, %, 6, qo, F') ASFD accettante L minimale.
Allora |Q| = |Q|.

Sia ¢ € Q; poiché m & minimale, v € X* : §*(qo,z) = ¢. Definiamo quindi la
funzione f: Q — Q tale che Vg € Q : f(q) = [z]R,, dove §*(qo, z) = q.

Dimostriamo che f e ben definita, ovvero che

vq € an7y € X 5*(QO7I) = 5*<QO7y> =dq = [I]RL - [y]RL

Poiché §*(qo, ) = 6*(qo,y), allora x R,, y; siccome R,, & piu fine di Ry, si ha
x Ry y, ovvero [z|g, = [y]r,-

Possiamo osservare che la funzione e suriettiva, in quanto ogni classe di Ry ha un
rappresentante x, per cui Vo € X* : 3¢ € Q : 0*(qo,z) = ¢. Poiché |Q| = |Q], la
funzione e biunivoca.

Dimostriamo infine che
VpeQ,aeX: dpa)=q = 0(f(p)a)=f(q)
Sia f(p) = [z]gr,. Si ha:

(5*(q0,a:a) = 5((5*((]0,]}),(1) = (5(]?,@) =4q

Per cui f(q) = [va]r,; poiché per definizione §([z]r,,a) = [zralg,, la tesi &
verificata. n

Definizione 2.5.1. Siam = (Q, %, §, qo, F') ASFD. Definiamo la relazione = su @
come segue: diciamo che p e equivalente a ¢ e scriviamo p = ¢ se e solo se:

VeeX: o(pz)elF < §(¢z)eF

Se p # q, diremo che p e g sono distinguibili.
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(a) automa

a b ¢ d e f g h
a
b | x
clx X
d|lx x X
e X X X
flx x x X
gl X X X X X X
h | x X X X X X

(b) tabella m (c) automa minimale equivalente a 2.3a

Figura 2.3: Alberi di derivazione

Esempio 2.5.1. Le coppie di stati distinguibili dell’automa in fig. 2.3a sono {a, e},
{b,h}, e {d, [}.

Proposizione 2.5.2.

p#Eq < JeX¥: M(par)eF < §(¢r)¢F
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Proposizione 2.5.3. Se §(s,a) =p e §(t,a) = q, allora

pEq = s#Et
Proposizione 2.5.4. Se §*(s,x) =p e 6*(t,x) = q, allora

p#Eq = s#Et
Dimostrazione.
PB: se © = ¢, la tesi ¢ banalmente verificata

PI: sia x = ya, 6*(s,z)=p, 0*(t,x) =gq.
pEq = 0(s,x) £5(tr) =
= 0(8°(s,y),a) # 0(6°(L,y),a) =
= 0(s,y) £ (Ly) = sEL
O

Lemma 2.5.5. Sia A = (Q,%,0,q0, F') un ASFD. Allora p # q se e solo se
{p,q} € m, dove m é computato tramite la procedura sequente:

Algorithm 1 Algoritmo delle marcature o table-filling algorithm

: procedure MARK(m, [, {p, q})

m —mU {{p, ¢}}

for {p',¢'} € I[{p.q}] do
MARK(m, 1, {p’,q'})

1
2
3
4
5. procedure TABLEFILLING(Q, X, 6, F)
6
7
8
9

m <« J
for {p,q} C Q do
I{p.q}] + @
: for pge F x (Q\ F) do

10: m <« mU{{p,q}}
1: for{p,¢}: p#eA{p.a} CFV{p.¢} CQ\F)do
12: if Ja € ¥:{d(p,a),d(q,a)} € m then
13: MARK(m, [, {p, q})
14: else
15: for a € ¥ do
16: if 4(p,a) # 6(q,a) A{d(p,a),d(q,a)} # {p,q} then
17: [{d(p,a), d(q,a)}] + U[{o(p, a), (g, a)}] U {{p, a}}

18: return m
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Dimostrazione. Se p e q sono distinguibili, allora esiste una stringa x minimale
tale che 0*(p,x) € F < §*(q,x) ¢ F. Dimostriamo per induzione sulla lunghezza
di « che {p,q} € m.

PB: [z|=0, z=¢
0*(pe) e & 0'(qe) ¢ F
pelF & q¢F
{p, q} vengono inseriti in m dall’istruzione 10.
PL [z|=n>0, JaeX yed :z=ay
Siano s = d(p,a) e t = §(q,a); s e t sono distinguibili poiché:
(px)e P < 0(¢z)¢F

6*(6(p,a)y) € F & §(d(¢,a)y) ¢ F
N(s,y) e F < 0 (t,y) ¢ F

Poiché |y| < n, {s,t} € m per ipotesi induttiva.

— se {s,t} viene inserito in m tramite l'istruzione 10, nel momento in cui
si itera il ciclo 11 per {p,q}, quest’ultima coppia viene inserita in m
tramite l'istruzione 13;

— se {s,t} viene inserito in m durante il ciclo 11 prima che si iteri il ciclo
per {p, ¢}, la situazione & analoga al caso precedente;

— se si itera il ciclo 11 per {p, ¢} prima che per {s,t}, se {p,q} non vie-
ne inserito in m, verra comunque aggiunto all’insieme [[{s,¢}] tramite
Iistruzione 17; successivamente, nel momento in cui verra effettuata
'istruzione MARK(m, [, {s,t}), anche {p, ¢} sara aggiunto a m.

]

Esempio 2.5.2. L’esecuzione dell’algoritmo di table-filling sull’automa in fig. 2.3a
genera la tabella m in fig. 2.3b.

Teorema 2.5.6. Sia m = (Q,%,0,q, F') ASFD. L’automa minimale che accetta
lo stesso linguaggio accettato da m ¢é 'automa m’ = (Q', %, qo, F'), dove:

o @ ={lgz=1qe@Q A JzeX*:0"(q,x) = q}

o /:Q'xY —
([g=,a) = [d(g,a)l=

° ¢ = [%];
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Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto che la definizione di ¢’ ¢ consistente,
cioe che se p = ¢ allora §(p,a) = d(q,a). Cio & verificato in quanto se per assurdo

d(p,a) £ 0(q,a), si avrebbe p Z q.
Dimostriamo che Vg € Q,z € X*: 0" ([¢]=),z) = [6*(q,x)]=
PB: " ([g=.¢) = [d= = [6"(¢,9)]=

PI. dyeX*acX: x=ya

0" (lgl=2) = 0'(0"(ldl=y),a) = 0'([0°(q.y))=,0) =

Dimostriamo che L(m) = L(m/).

reLm) & (@, ,x)eF & [0*(q,2))=€eF <
& 0(q,x)eF < xeL(m)

Infine, dimostriamo che m’ & minimale. Per far cio, ¢ sufficiente dimostrare
che m/ non ha piu stati di m, dove m ¢ 'automa costruibile tramite il Teorema di
Myhill-Nerode.

Sia [g]= € @, allora g & raggiungibile da gy in m, per cui 3z € ¥* : 6*(qo, ) = q.
Sia f: Q" — Q tale che V[q]= € Q' : f([q]=) = [z]r,, dove §*(qo,7) = ¢. Si noti
che Vz,y € ¥*, se 6*(qo, ) = 6*(qo,y), allora si ha x R, y. Poiché R,, & piu fine
di Ry, x Ry y, ovvero [z]r, = [y|r, -

Dimostriamo che la definizione di f ¢ consistente, ovvero che se p = ¢, 6* (g, z) =
p, ¢ 8*(qo ) = q, allora [z]g, = [y]r, Se p =g, si ha Vz € 5

(p,z) e F < 0(q,2)e F =
= 0"(0"(q,2),2) € FF < 6(0%(q0,9y),2) € FF =
= 0" (q0,z2) € F & 6(q,y2) e FF =
= xz€Llm) < yzeL(m)

Per cui x Ry, y, ovvero [z]r, = [y]r, -

Dimostriamo l'inettivita di f, ovvero che

Vipl=,[d=€ Q' [pl=#ld= = f(lpl=) # f(ld)=)
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Siano p, ¢ € @ tali che [p]= # [g]=, cioe p Z# ¢, e siano x,y € X* tali che §*(go, z) = p
e 0*(qo,y) = gq. Supponiamo per assurdo che [z|g, = [y]r,, cio¢ che z Ry v.
Essendo p # ¢, Jw € ¥* : §*(p,w) € F < §*(q,w) ¢ F.

F(pw)eF < §(quw)¢F =
= (0" (qo, ), w) e FF < (0" (q,y),w) ¢ F =
= 0(q,r2w) e F < 0§ (q,yw)¢ F =
= zwellm) & yw¢glLim) = xRy

Il che & assurdo, per cui f ¢ iniettiva. Poiché F & iniettiva, si ha |Q'| < |Q|, per
cui la tesi ¢ verificata. O]

Esempio 2.5.3. L’automa minimale che accetta lo stesso linguaggio accettato
dall’automa in fig. 2.3a e 'automa in fig. 2.3c.



Capitolo 3

Grammatiche

Una grammatica e uno strumento per generare un linguaggio. Ha regole di pro-
duzione che permettono di generare tutte le stringhe del linguaggio partendo da
insiemi finiti.

Definizione 3.0.1. Una grammatica & una quadrupla G = (N, %, P, S) dove:
e N ¢ Ualfabeto (finito) dei simboli non terminali;
e Y ¢ lalfabeto (finito) dei simboli terminali;

e P C (NUX*N(NUX)*) x (N UX)* e l'insieme (finito) delle regole di
produzione;

e S c N ¢eil simbolo iniziale.

Esempio 3.0.1.
G = ({S,A},{0,1}, P,5)
P={S—0A1, 0A — 00A1, A — ¢}

Nota: se A — a3 e A — ag, scriveremo piu brevemente A — oy | az. Regole
del tipo A — ¢ sono dette e-produzioni.
Dove diversamente non specificato, denotiamo con lettere greche minuscole (v, 3, . . .)
elementi di (N U X)*.

Definizione 3.0.2. Sia G = (N, X, P,S). Se a,8,y € (NUX)*e3 >0 € P
allora diciamo che a7y deriva direttamente ady e scriviamo a/37:G>oz57.

Definizione 3.0.3. Data una relazione binaria R su un insieme A, ovvero R C
A x A, la chiusura transitiva di R, denotata con RT, ¢ definita come la pilu piccola

relazione R’ C A x A tale che:

27
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e RCR

e Va,b,c € A: (a,b),(b,c) € R = (a,c) € R' (ovvero R’ gode della proprieta
transitiva).

Definizione 3.0.4. Data una R relazione binaria su un insieme A, ovvero R C
A x A, la chiusura riflessiva e transitiva di R, denotata con R*, e definita come la
piu piccola relazione R’ C A x A tale che:

e RCFR
e Va € A: (a,a) € R (ovvero R gode della proprieta riflessiva);

e Va,b,c € A: (a,b),(b,c) € R = (a,c) € R (ovvero R’ gode della proprieta
transitiva).

Definizione 3.0.5. Diciamo che o € (NUX)* deriva non banalmente 5 € (NUX)*

.. +
e scriviamo a:G>ﬁ se:
dag, ..., ap, conn >1: a:a0:G>041:G>...:G>czn:B

Definizione 3.0.6. Diciamo che av € (N U X)* deriva § € (N UX)* e scriviamo
oz:;>ﬁ se:

Jag, ..., ap, conn >0: a:a0:G>a1:G>...:G>(xn:B

Definizione 3.0.7. Sia G = (N, %, P, S) una grammatica. Il linguaggio generato
da G e il linguaggio
L(G) = {w € X" | S:;>w}

Proposizione 3.0.1. Possono esistere diverse grammatiche che generano lo stesso
linguaggio.
3.1 Gerarchia di Chomsky

Definizione 3.1.1. Sia G = (N, %, P, S) una grammatica.

1. G ¢ detta right-linear se contiene solo regole di produzione del tipo A — =B
oppure A — x, con A,B € N,z € ¥*.

2. G e detta context-free se contiene solo regole di produzione del tipo A — «,
con Ae N,ae (NUX)*.
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3. G e detta context-sensitive se contiene solo regole di produzione del tipo
a— [, con o, 5 € (NUX)* |a <|B].
4. G e detta unrestricted se non ha restrizioni sulle regole di produzione.
Nota: una regola del tipo a — €, con a € (N U X)*, & detta e-produzione.
Teorema 3.1.1. Gerarchia di Chomsky
e una grammatica right-linear é context-free;
e una grammatica context-free che non contiene e-produzionié context-sensitive;

e una grammalica context-sensitive e unrestricted.

{L(G) | G grammatica right-linear}

C

{L(G) | G grammatica context-free}
C

{L(G) | G grammatica context-sensitive}
C

{L(G) | G grammatica unrestricted}

Nota: le inclusioni sono proprie, nel senso che esistono linguaggi unrestricted
che non sono context-sensitive, esistono linguaggi context-sensitive che non sono
context-free, ed esistono linguaggi context-free che non sono right-linear.

Proposizione 3.1.2. Se G é una grammatica context-sensitive, e possibile costrui-
re una grammatica G' avente solo regole del tipo aB — a3, con A € N,«a, 3,7 €
(N UX)* tale che L(G) = L(G').

Teorema 3.1.3. Esiste una corrispondenza tra tipi di riconoscitori e grammati-
che.

e un linguaggio L € generato da una grammatica right-linear se e solo se e
accettato da un automa a stati finiti;

e un linguaggio L € generato da una grammatica context-free se e solo se ¢
accettato da un automa a pila;

e un linguaggio L € generato da una grammatica context-sensitive se e solo
se e accettato da un automa linear-bounded;

e un linguaggio L € generato da una grammatica unrestricted se e solo se
e un linguaggio ricorsivamente enumerabile, ovvero, se e solo se e accettato
da una macchina di Turing.
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3.2 Grammatiche context-free

Definizione 3.2.1. Una grammatica G = (N, X, P, S) ¢ contezt-free (cfg) se tutte
le sue regole sono del tipo A — a, con A € N, € (N U X)*.

Definizione 3.2.2. Data una cfg G = (N, 3, P, S), una derivazione S = ==

si dice sinistra (o leftmost) se Vi € {1...n — 1} si ha a; = uXp; e a1 = wyf;,
conue X, XeNX—>vyeP.

Definizione 3.2.3. Data una cfg G = (N, %, P, S) un albero di derivazione T" per
G ¢ un albero tale che:

1. ogni vertice ¢ etichettato in N UX U {e};
2. la radice e etichettata S

3. ogni vertice interno e etichettato con un simbolo non terminale;
se un vertice interno e etichettato con A e i suoi figli sono etichettati con
T1, %9, ..., Ty, dove z; € NUX U{e}, allora A — x;...x, ¢in P;

4. se un vertice v ha etichetta ¢, allora v & una foglia ed e 'unico discendente
del proprio genitore.

La stringa che si ottiene leggendo le etichette delle foglie dell’albero da sinistra
verso destra si chiama prodotto dell’albero.

Teorema 3.2.1. Sia G = (N, X, P, S) c¢fg. Allora S:;>a se e solo se esiste un

albero di derivazione per G con prodotto a. E possibile stabilire una corrispondenza
biunivoca fra alberi di derivazione e derivazioni sinistre (oppure derivazioni destre).

Definizione 3.2.4. Una cfg G ¢ detta ambigua se esiste una stringa x appartenente
a L(G) per cui esistono due diverse derivazioni sinistre (o due diversi alberi di
derivazione).

Definizione 3.2.5. Un linguaggio cf si dice inerentemente ambiguo se ogni cfg
che lo genera ¢ ambigua.

Nota: non e decidibile se un linguaggio cf e inerentemente ambiguo o meno.
Per approfondire si veda il problema della corrispondenza di Post.

Esempio 3.2.1.
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Gl = (Nlazhphs)
L4 N1 = {S,A,B}

oElz{a,b}
.Plz{
S —aAS |a

A— SbA | SS | ba

(b)
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Gy = (N9, 39, Py, E)
e N, ={E}

o Xy = {id,+, *}

o P ={

E—E+FE|E+FE|id

(c)

Figura 3.1: Alberi di derivazione

(G; e una grammatica non ambigua: infatti ’albero in figura 3.1a € 'unico
albero per la grammatica (G il cui prodotto e abaa.

(G5 € invece una grammatica ambigua: ne e riprova la stringa id * ¢d + id, che
¢ prodotto di due alberi diversi per G (in figura 3.1b e 3.1c).

Definizione 3.2.6. Una cfg G = (N, 3, P, S) ¢ detta in forma normale di Chomsky
(CNF) se tutte le regole di produzione sono del tipo:

A — BC oppure A — a,

con A,B,C € NyaeX

Definizione 3.2.7. Una cfg G = (N, X, P, S) & detta in forma normale di Greibach
(GNF) se tutte le regole di produzione sono del tipo:

A — aa,

con Ae Nyae X, a e N*
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Osservazione 3.2.2. Una grammatica in forma normale di Chomsky o di Grei-
bach non puo contenere e-produzion:.

Definizione 3.2.8. Un simbolo x € N U X ¢ detto utile se esiste una derivazione
della forma S:;>a:rﬁ:;>w con o, f € (NUX)"  we X"

Osservazione 3.2.3. In una grammatica non ambigua un simbolo e utile se e solo
se eliminando tutte le regole in cui compare, il linguaggio generato ¢ lo stesso.

Teorema 3.2.4. Data una cfg, esiste una grammatica in CNF equivalente alla
grammatica data a meno di e-produzions.

Teorema 3.2.5. Data una cfg, esiste una grammatica in GNF equivalente alla
grammatica data a meno di e-produzioni.

Definizione 3.2.9. Data una cfg GG, un simbolo A € N ¢ detto ricorsivo a sinistra
se A%Aa.

Osservazione 3.2.6. Una grammatica in GNF non ha simboli ricorsivi a sinistra.

Nota: le grammatiche con simboli ricorsivi a sinistra richiedono particolare
attenzione con gli analizzatori sintattici.

Lemma 3.2.7 (Lemma di Bar-Hillel). Sia G = (N, %, P,S) cfg in CNF tale che
IN|=n e sia L=L(G). AlloraVx € L,|z| > 2"' : 3ri,q1,7, 2,72 € T :

1 |qrg| <27
2. quq2 # ¢
3.Vi>0: rmqglrgirnel

Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su ¢ che se nel parse tree di z € L(G),
con G cfg in CNF, ogni cammino ha lunghezza < i, allora |z| < 2071,

PB: Se : =1, l'albero di derivazione deve essere necessariamente del tipo S — a,
con a € . Per cui necessariamente z = a, |z| = 1.

PI: Supponiamo che la proprieta sia verificata per ¢. Se l'albero di radice S
ha altezza 7 + 1, i due alberi di radice rispettivamente A e B, sottoalberi
della radice, hanno altezza < ¢. Siano z; e zy i prodotti di tali alberi: si ha
|21 <2071 |2 €207 & 2] = |2120] < 20
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Nota: il lemma appena dimostrato si applica in generale ad alberi aventi come
radice un simbolo non terminale e come prodotto una stringa di simboli terminali.

Nel parse tree di  vi ¢ un cammino di lunghezza > n: se per assurdo ogni
cammino avesse lunghezza < n, si avrebbe |z| < 2771,
Sia P un cammino di lunghezza massima nel parse tree di x; per quanto dimostrato
prima, |P| > n, cioe¢ |P| > n+ 1. Quindi P contiene un numero di vertici > n + 2
e un numero di vertici interni > n + 1. Per cui in P esistono due vertici v, e v
tali che:

1. v e v hanno la stessa etichetta X € NN;
2. vp € piu vicino alla radice rispetto a vy;
3. la porzione di P che va da v; alla foglia ha lunghezza < n + 1.

Sia 77 il sottoalbero avente radice v; e sia T3 il sottoalbero avente radice wvs.
Denotiamo con z il prodotto di 77 e con 7 il prodotto di 75. Allora:

31,421 2 = qurge
dri,re rx =1ri2r

1. |g1irqe| = |z|; z € il prodotto di un albero i cui cammini hanno lunghezza
<n+1, per cui |z| <2

2. q1q2 # €, poiché altrimenti il nodo v; dovrebbe avere come unico figlio il
nodo vy, il che e assurdo in quanto G € in CNF.

3. S=;>T1Xr2, X:;>q1Xq2, X:;>r
Dimostriamo per induzione che Vi > 0: S :;> rqi X qotry.
PB: S:;>7”1X7“2
PI: Per ipotesi induttiva si ha S :;> rq ' X qo'rs.

S :;> 7’1Q1iXQ2i7’2 :;> T1Q1i+1XCI2i+17‘2

Percui Vi>0: S :;> rqt X gy :;> "qirgirs.
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Esempio 3.2.2.

L ={a™™c™ | m >0}

Supponiamo esista una cfg G = (N, %, P, S) in CNF tale che L = L(G); poniamo
k> 2IN1=1/3. Sia x = a*b¥cF. Chiaramente € L, |z| = 3k > 2INI=1. Supponiamo
esistano i, qy, 1, qa, o € X* tali che x = riqyrqors:

e se {q1, 2} N{a*Ub"Uc*) = @, allora si ha
Vi>1: rq'rg'ry & {dbmc" | Lmn >0} = rna're'r ¢ L

e se q,q € (a"Ub"Uc"), allora si ha che Vi > 1:

— ci sara in z almeno una lettera presente > k volte;

— ci sara in z almeno una lettera presente k volte.
PercuiVi>1:2 ¢ L.

Poiché la tesi del Lemma di Bar-Hillel ¢ negata, possiamo dedurre che non esiste
cfg G tale che L = L(G).

Esempio 3.2.3.

L = {anby, | m >0}
G = ({S}7 {a’ b},P, S)
P={S —aSb|e}

L =L(G)

Esempio 3.2.4.

L = {abpcm | k,m >0}

G = ({S,A, B}, {a,b,c}, P,S)

P={S—AB, A— Aa|e, B —bBc]|c¢}
L =L(G)

Proposizione 3.2.8. Siano Ly e Ly linguaggi cf. Allora Ly U Ly ¢ cf.

Dimostrazione. Siano G1 = (Nl,Zl,Pl,Sl) e G2 = (NQ,EQ,PQ,SQ) Cfg tali che
Ly = L(G41), Ly = L(Gs). Possiamo supporre senza perdita di generalita che
NiNNy=@. Sia G = (N1 UNQU{S},Z1U22,P1UP2U{S — 51 | SQ},S) Cfg
Dimostriamo che L(G) = L(G;) U L(G5).

e L(G1)UL(Gy) C L(G)
Sia x € L(G1) U L(Gy). Se xz € L(Gy), Sl%m. Allora S:G>51:;>x.

Analoga dimostrazione se x € L(Gy).
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o L(G) C L(G1) U L(Go)
Sia z € L(G). Allora

S=z1 = S=85=1z V S=S=—1 =
G G G G G

= Sl%fl} V SQ% = T E L(Gl) V& L(GQ)

O
Proposizione 3.2.9. Siano Ly e Ly linguaggi cf. Allora Ly o Ly é cf.

Osservazione 3.2.10. Siano Ly e Ly linguaggi cf. Non é detto che X2\ Ly, ¥\ Ly,
e Ly N Ly siano cf.

Proposizione 3.2.11. L’intersezione di un linguaggio cf e di un linguaggio rego-
lare € un linguaggio cf.
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Capitolo 4

Automi a pila

Definizione 4.0.1. Un automa a pila non deterministico € un sistema m =

(Q,%,T,0,q0, Zy, F) dove:

e () ¢ linsieme (finito) degli stati;

Y e Dalfabeto (finito) di input;

[ & Dalfabeto (finito) di stack;

d0:Q x (XU{e}) xI' = P(Q xTI') ¢ la funzione (totale) di transizione;

qo € Q ¢ lo stato iniziale;
o /ycl'eil simbolo di stack iniziale;
o ' C (@ elinsieme degli stati finali.

Definizione 4.0.2. Una configurazione o descrizione istantanea (ID) € una tripla
(¢, w,v) con g € Q,w € X* v € T'™*.

Definizione 4.0.3. Definiamo la relazione lW su @ x ¥ x I'* (ovvero I'insieme

delle configurazioni istantanee) come segue: diciamo che (g, aw, Za) lW (p,w, Ba)
se e solo se:

e pqgeQ, acxU{e}, weXt, Zel, opel*

e (p,8) cdlg,a,2)

Definizione 4.0.4. Sia m = (Q,%,1,0,qo, Zo, F) un automa a pila non de-
terministico. Il linguaggio accettato (o riconosciuto) per stati finali da m & il
linguaggio

Lim) ={w eS| (q,w,Z) | (g,60),q€Faecl*}

37
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Definizione 4.0.5. Sia m = (Q,%,T,0,qo, Zo, F) un automa a pila non de-
terministico. Il linguaggio accettato (o riconosciuto) per stack vuoto da m & il
linguaggio

N(m) = {w S ’ (qoaw7ZO) l% (Q7€a€>7q € Q}

Esempio 4.0.1. L = {wcw® | w € {0,1}*,c ¢ {0,1}}
o Q={q q}
e X =1{0,1,c}
o I'={Zy, A, B)

3(qo,a,Z) =< {(q,BZ)} sea=1

({(q1,2)}  sea=c

( (a=0NZ=A)V

{(q1,€)} se (a=1NZ=DB)V
(a=eNZ=12)

2 altrimenti

Teorema 4.0.1.

a) L=N(m;) = 3dmg:L = L(my)

b) L=L(my) = 3my:L=N(m)

Dove my e mgy sono automi a pila non deterministici.

Dimostrazione.

a) Sia L = N(my) per m; = (Q, %, 1,6, qo, Zo, D).
Poniamo my = (QU{q0’, ¢}, X, TU{Xo}, ¢, 0", Xo, {qs}), dove ¢’ & cosi definita:

e §'(q', e, Xo) == {(q0, ZoXo)}
e VgeQ,acex, Zel': §(q,a,Z):=0(q,a,2)
e VgeQ: &(ge Xo) = {(qs.2)}

Si dimostra che N(mq) = L(ma).

b) Sia L = L(mgy) per my = (Q, %, 1,9, qo, Zo, F).
Poniamo m; = (Q U{q, ¢}, X, T U{Xo}, 0", 90, X0, D), dove ¢ & cosi definita:
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o §'(q0, ¢, Xo) == {(q0, Z0X0)}

e VgeQ,aex, Zel': 6(qa,Z)=R = 0¢(q,0,Z) 2R
e Vg F,ZcTU{Xo}: (g5 7) 2 (g ¢)

o VZ el U{Xo}: 0'(¢,c2) ={(q,¢)}

i) Dimostriamo che L(my) € N(my).
Sia x € L(my). Si ha (qo, z, Zy) IT,% (q,e,a), con q € F.

(QO/wTaXO) Im_l <QO7':C720X0) Ile <Q7€7QX0)7 con q € F Im_1
Im_1 (Ge, £, Xp) Imil (Ge,6,6) = x € N(my)
ii) Dimostriamo che L(ms) 2 N(my).
Sia x € N(my). Si ha (qo',x,XO)lle(qe,s,e).
(QO/7$7X0) Im_l <QO7=7:7 ZOXO) Ile (q,&,OéXo), con q € F Im_1
e (gec.aXo) Fr (Geee) =
= (QO7 z, ZO) lmLz (Q76) Oé), con g € F = VS L(m2)
O

Definizione 4.0.6. Un automa a pila m = (Q, X%, T, 6, qo, Zo, F') ¢ deterministico
se:

1.VgeQ,aeXU{e},Zel: |0(q,a,2)] <1
2. V¢ Q,aeX, Zel: 0(q,a,2)#¢ 2 = 6q,e2)=0

Esempio 4.0.2. Il linguaggio L = {ww® | w € {0,1}*} (ovvero il linguaggio delle
stringhe palindrome sull’alfabeto {0, 1}) non e riconoscibile da alcun automa a pila
deterministico.

Teorema 4.0.2. Per ogni linguaggio L, esiste un automa a pila m tale che L =
L(m) se e solo se esiste una cfg G tale che L = L(G).

Idea di dimostrazione. Senza perdita di generalita supponiamo che G sia in GNF.
Facciamo corrispondere a regole del tipo A — ay transizioni del tipo (¢, a, A) >
(q,7) e viceversa. O
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Capitolo 5
Macchine di Turing

Definizione 5.0.1. Un macchina di Turing deterministica (TM) & un sistema
m=(Q,%,T,4,q, B, F), dove:

e () ¢ linsieme (finito) degli stati;

e > C T e lalfabeto (finito) di input;

[ & Ualfabeto (finito) di nastro;

0:QxI' = Q xTI'"x{L,R} ¢ la funzione di transizione;

qo € Q ¢ lo stato iniziale;
e BeTl' B ¢X eil carattere blank;
o ' C (@ elinsteme degli stati finali.

Teorema 5.0.1. Per ogni L, se esiste una TM non deterministica m tale che
L = L(m), allora esiste una TM deterministica m’ tale che L = L(m/).

Idea di dimostrazione. Sia L = L(m) dove m = (Q, %, T, 0, qo, B, F') € una TM non
deterministica. Sia r = max{|d(q,a)| | ¢ € @,a € I'}. Ogni elemento di §(g, a) puo
essere numerato e inoltre ogni ramo della computazione puo essere rappresentato
tramite una sequenza di numeri € {1,...,7}.

Possiamo costruire una TM deterministica m’ che faccia la ricerca in ampiezza di
un ramo della computazione che termini con uno stato finale. Tale macchina ha
tre nastri:

1. un nastro di input;

2. un nastro di lavoro, contenente la sequenza che identifica il ramo che sta
attualmente esplorando;

41



42 CAPITOLO 5. MACCHINE DI TURING

3. un nastro di lavoro, in cui la macchina emula il ramo attuale della compu-
tazione.

]
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